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UNA TECNICA DI DISAGGREGAZIONE FUZZY

Alessandro Polli

1. INTRODUZIONE

Nei problemi di decisione statistica I'incertezza ¢ comunemente rappresentata
tramite misure di probabilita. Tale schema, tuttavia, in presenza di un zuformation
set limitato, potrebbe rivelarsi inappropriato (Kratschmer, 2003). Da un punto di
vista generale sarebbe quindi auspicabile adottare procedure piu flessibili. Le mi-
sure del grado di incertezza, in altri termini, dovrebbero in alcuni casi soddisfare
soltanto alcune proprieta generali.

Un’importante classe di misure ¢ quella delle c.d. misure f#z3y, caratterizzate da
monotonicita e da alcune condizioni di normalizzazione. I concetti di misura ed
integrale fuzzy generalizzano la definizione comune di misura sostituendo la pro-
prieta di additivita con un requisito piu debole, la monotonicita rispetto alla fun-
zione d’insieme, strettamente legata alla nozione di capacita introdotta da Choquet
(1954).

Nell’approccio di Walley (1991) I'incertezza ¢ rappresentata da previsioni minime,
intese come funzionali in N e di cui le misure fuzzy rappresentano un caso parti-
colare. Uno dei concetti chiave nella teoria delle previsioni minime ¢ quello di coe-
renza, che esprime un requisito minimo di consistenza e la cui formulazione si de-
ve originariamente a De Finetti (1974) che, come ¢ noto, introduce il concetto di
coerenza per fornire un fondamento comportamentale alla teoria della probabili-
ta. Per garantire la proprieta di coerenza delle misure fugzy Walley introduce il
concetto di estensione naturale, che rappresenta una previsione minima coerente. Sotto
certe condizioni I'estensione naturale ¢ rappresentabile in termini di integrale di
Choquet e la misura f#gzy assume un contenuto probabilistico.

2. AGGREGAZIONE DI INFORMAZIONI. CONCETTI GENERALI

I principale motivo di interesse dellintegrale fugzy ¢ la sua capacita di rappre-
sentare I'intera gamma di interazioni tra elementi componenti un zformation set,
dalla ridondanza o submodularita (interazione negativa) alla sinergia o supermodnlari-
ta (interazione positiva).
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In generale sia Q={@,,...,0,} un insieme di alfernative o agioni a ciascuna delle

quali corrisponde un vettore x di attributi o criteri, che rappresentano il pay off
associato alla scelta di uno degli elementi in Q. Sia X’ l'insieme dei pay off x . La

valutazione delle alternative puo essere effettuata attraverso la costruzione di una
funzione d’utilita #(-) tale che

X; xS u(x;) > u(x ;) (1)

con #(+) funzione n-dimensionale. Un modo semplice di costruire #(-) ¢ conside-

rare idonee funzioni di utilita unidimensionali #; per ciascun attributo, aggregate

attraverso un operatore H:
w(xyyeenyx,)=Hun(x)),..,n,(x,)]. 2)

La funzione #(-) ¢ idonea se realizza la condizione (1). Una delle funzioni che

soddisfano la (1) ¢ la funzione somma:

Moeirt,) = 2o (,). ®

3. PROPRIETA DEGLI OPERATORI DI AGGREGAZIONE

Per semplicita di notazione poniamo a;, = #,(x;), dove a; puo essere conside-
rato come un grado di preferenza per una coppia assegnata di alternative rispetto
al criterio z Senza perdita di generalita si assuma che 4; €[0,1]. L’operatore H

deve essere caratterizzato dalle seguenti proprieta:

1. Proprieta degli estremi.

H(0,...,0)=0, H(,...,1)=1. 4
2. Ildempotenza.

H(a,...,a)=a Vae|0,1]. 5)
3. Continuita.
4. Monotonicita (usnalmente non decrescente) rispetto a ciascun argomento.
5. Commutativita (0 neutralita), intesa come indifferenza rispetto ai criteri.
6.  Decomponibilita.
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H(”)(dl,...,dé,dkﬂ,...,ﬂ”) =
=H" (a,...,a,a,,,,...,a,) = (6)

=a+H"a,,,,...,a,)
dove a=H® (a,...,a,).

7. Stabilita in caso di trasformazione lineare positiva.

H(ra, +¢,...,ra, +1)=

(7)
=rH(a,...,a,)+1 VreR ,VteR.
8. Concatenabilita ordinale.
(n+1) () () . () —
HYHH a5 sai) L, H  [agyseeosdp, o e, H (a0 500000,0 1 = ®
— 1) (n+1) (n+1) . (n+1)
=H"{H" [@1y5e 50001y 1, H " [@2)5e 3052y L5+ s H ! [@)5+ -5 0020 1}
9. Concatenabilita ordinale con permutazion: (Grabisch, 1994)
(n+1) () () . (1) —
HY"AH (@50 o5a0,)s H (@05 e 5000 )30 s H Y (4050580, o b = o

) (n+1 (n+1 . +1
HYGH " Y agyse g, ) H (@)@ )i H (@500, Vg -

4. PRINCIPALI CLASSI DI OPERATORI DI AGGREGAZIONE

In via preliminare definiamo una misura f#zgy su X la funzione d’insieme
U:F(X)—=>[0,1] che soddisfa gli assiomi 1) wu(0)=0, pX)=1 e 2)
AcBc X = u(A)< u(B).

Una misura fuzgy tale che wu(AVU B)2 u(A)+ wu(B) ¢ detta supermodulare; su-
bmodulare se (A B) < u(A)+ u(B) 5 modulare nel caso in cui soddisfa la condi-
zione (AU B)=u(A)+ u(B), con u(ANB)=J . In quest'ultimo caso la mi-
sura fuzzy ¢ definita esaustivamente dagli 7 pesi u(x,),..., 4(x,), mentre negli al-

tri ¢ necessario definire 1 27 pesi corrispondenti ai 2” sottoinsiemi di X.
Sia p una misura fuzzy su X. Definiamo integrale di Sugeno della funzione

f:X—[0,1] rispetto a p la classe di operatori

S, LS50 S5 A VIf () A (A (10

in cui -,y ¢ una permutazione degli indici tale che 0< f(x;))<...S f(x, )<l e

Ay = ANy 5o X )
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L’integrale di Sugeno calcola una media distorta delle misure f(x,),... f(x,)
utilizzando un operatore di aggregazione non lineare.
Sia ¢ una misura fuggy su X. L'integrale di Choquet rispetto a p di una fun-

zione f:X —[0,1] ¢ definito da

Cy[f(xl)a---af(XnH é i[f(x(z))_f(x(z’—n)] :U(A(z')> f(X(O)) =0 (11)

in cui nuovamente -, ¢ una permutazione degli indici e A,y ={x),...,x, |

L’integrale di Choquet genera medie ‘distorte’ delle misure f(x),..., f(x,)per

mezzo di un operatore di aggregazione lineare. Kritschmer (2003) dimostra che
una previsione minima coerente nel senso di Walley — cio¢ una previsione lineare nel
senso di De Finetti — ¢ rappresentabile tramite tale classe di operatori.

Definite le principali famiglie di operatori di aggregazione, analizziamo in par-
ticolare la classe degli operatori lineari OWA-Ordered weighted average (Yager, 1991),
definita da

OWA(:ﬂl,...,wﬂ)(ﬂly“962;1):Zwidi (12‘)
i=1

7
dove sz‘ =1 e aySa, =...<a, . La classe degli operatori OWA ¢ caratte-
i=1
rizzata da idempotenza, continuita e monotonicita (Fodor e a/. 1995). Pud mo-
strarsi che 1) gli operatori di classe OWA sono integrali di Choquet (Grabisch,

1996): infatti basta osservare che u(A,))= Zu/
/=0

YV A: |A| =/ nella relazione

n—j>

(11); 2) ogni integrale di Choquet che goda anche della proprieta commutativa ¢
tale che u(A) dipende soltanto dalla cardinalita di |A| e coincide con un opera-

tore OWA. Da adesso in poi si assumera lesistenza di tale proprieta soltanto in
alcuni ambiti di applicazione (quali ad esempio 'analisi di serie storiche).

5. UNA TECNICA DI DISAGGREGAZIONE FUZZY

I risultati presentati nelle precedenti sezioni rappresentano i fondamenti di un
metodo di disaggregazione fu#zzy da noi derivato sulla base della teoria degli opera-
tori OWA.

Sia w' un vettore (1x £) di pesi {w,...w,} tale che Zf:1”’z' =1 esia

K

OWA, ., (a...a;)=Y. wa, (13)

17"

la classe degli operatori OWA su [0, 17",
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Nel problema in esame, in cui si dispone prevalentemente di informazione ag-
gregata, 'osservazione al generico tempo 7 puo essere considerata come il risulta-
to dell’applicazione di un operatore OWA alla serie aggregata; infatti:

— k k — —
a, = Zi=l iy :Zi=l wya, = OWAWW...W,Z (d”) (14)

. . — k .
incui w, =a,/a,— con w, €[0,1] e zizlu/m =1 — rappresenta il peso della

z-esima serie disaggregata «,, rispetto alla serie aggregata , .
In maniera del tutto ovvia, considerando simultaneamente le 7 osservazioni ag-
gregate, in notazione vettoriale potremo scrivere:

dll LR dlk d'l u/'l'l oo wl/é
= - oo (15)

d” e dt/é a
(k) (#xt) (k)

e A=<a>W in notazione compatta.

Nelle applicazioni pratiche, in cui una o piu righe di W e le corrispondenti co-
lonne di A non sono note, permutando e introducendo le partizioni O (conte-
nente le informazioni disaggregate disponibili) e U (contenente soltanto osserva-
zioni aggregate) si avra che

=|——-——t-—=—— . 16
A, 0 :<a0> W, (16)

{[¢-5)+s]xk] {-5)+sX[(@-5)+s]y  AU@Es)+s]xk}

Nella (16) le componenti note sono, nell’ordine, A, le due partizioni della

matrice diagonale < a> c W, . Uno stimatore 7aif di Ay puo essere quindi de-
terminato ipotizzando un’evoluzione lineare dei pesi per I'intero intervallo di rico-
struzione, a condizione che sia noto, con riferimento agli indici temporali
ne0, O={r-s+1 ... t},il vettore di pesi {w,, .. u/ﬂé}]‘ riferito ai £ set-
tori, per almeno due periodi di osservazione. Lo stimatore del generico elemento
della partizione Wy, puo essere scritto come

w,, =E[w,|w

ne

ot e W] VneU, U={1 ... t—s} (17)

>

da cui ¢ immediato scrivere

=t . (18)

{@-o)+s]xk] )+ X(@-0)+s1) @) +sxk)
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Lo stimatore naif potrebbe risultare utile nel caso in cui la serie osservata non
possa essere messa in relazione, a causa di /ack informativi, con un sez di covariate
disaggregate, il che rende inapplicabili le metodologie derivate dall’algoritmo di
Chow e Lin (1971), caso che si presenta non di rado — ad esempio nei tentativi di
ricostruzione di serie centenarie di contabilita nazionale — laddove Uinformation set
si riduca a dati disaggregati per pochi anni benchmark.

Naturalmente possono essere scelti anche profili evolutivi dei pesi diversi da
quello lineare, ma per rispettare le proprieta dell’operatore OWA ¢ di fondamen-
tale importanza che tali profili siano caratterizzati da additivita e sommabilita ad
uno per ciascun periodo compreso nell’intervallo temporale di stima, il che ne re-
stringe la scelta all'interno di un ristretto numero di specificazioni funzionali.

6. UN ESEMPIO DI APPLICAZIONE

La tecnica presentata nella sezione precedente ¢ stata applicata ad un problema
di disaggregazione della serie del valore aggiunto ottenuta sommando i valori ag-
giunti dei settori di classificazione DA (industrie alimentari, delle bevande e del
tabacco), DB (industrie tessili e dell’abbigliamento), DC (pelle e prodotti in pelle),
DD (legno e prodotti in legno), DE (carta e cartotecnica) pubblicati dall’Istat e
relativi al periodo 1970-2003.

L’information set utilizzato per effettuare i fest ¢ composto da 1) la serie aggregata
del valore aggiunto relativa ai settori citati per tutto I'intervallo temporale e 2) os-
servazioni disaggregate per quattro anni benchmark (1970, 1981, 1992, 2003).

La Tavola 1 riporta le principali statistiche descrittive relative rispettivamente
alle serie originarie e a quelle stimate.

TAVOLA 1

Confronti tra serie Istat e serie stimate. Statistiche descrittive

Media Mediana Max Min Dev. Std. Y1 Y2 Jarque-Bera p

DA O 1508396  14.750,92  20.485,75 8.918,60 3.765,46  -0,1290 1,6093 2,8344 0.9921
S 15.475,16  15.041,72  21.031,79 8.918,60 4.092,58  -0,0720 1,5418 3,0417 ’

DB O 18.166,64  18.636,60 2227298  11.012,84 3.311,73  -0,7465 2,5760 3,4128 0.9811
S 17.957,52  18.674,70 ~ 21.051,49  11.024,04 3.01432  -1,0842 2,9341 6,6676 ’

bC (@) 5.090,41 5.215,82 6.023,80 3.438,41 649,17 -0,9347 3,4365 5,2205 0.8992
S 4.881,71 5.071,33 5.619,31 3.438,41 609,64  -1,0289 3,1250 6,0207 ’

DD (@) 4.251,20 4.238,22 6.244,78 2.226,50 1.176,94  -0,0207 2,1913 0,9289 0.9884
S 4.267,16 4.062,29 6.204,72 2.301,58 1.194,11 0,0894 1,9248 1,6830 ’

DE (@) 9.602,64 9.814,84  14.144,77 3.883,90 3.298,76  -0,3099 1,8248 2,5010 0.9938
S 9.613,29 9.417,83  14.252,23 3.883,90 3.332,31  -0,1737 1,7714 2,3091 ’

Nota: O serie originaria S serie stimata

Quanto ai parametri di posizione I'errore percentuale, in termini assoluti, ¢
sempre inferiore al 5 per cento. Relativamente ai parametri di variabilita, Perrore ¢
inferiore all’'l,5 per cento in due serie ed ¢ compreso tra il 5 e I'8 per cento nelle
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restanti. In quattro casi I'algoritmo di disaggregazione fuzzy consente di ottenere
una rappresentazione corretta delle serie incognite, pur in presenza di un nforma-
tion set particolarmente contenuto.

I1 confronto tra correlogrammi delle serie Istat e di quelle stimate, non riporta-
to per motivi di brevita, evidenzia 'omogeneita negli andamenti delle serie stimate
e di quelle Istat fino al sesto /ag.

L’ipotesi nulla di uguaglianza delle mediane e delle varianze tra serie stimate e
quelle Istat ¢ stata sottoposta a 7es# non parametrici, i cui risultati sono presentati nel-
la successiva Tavola 2, dove si riporta il valore della statistica zesz e il relativo p-value.

TAVOLA 2

Test di posizione e di omoschedasticita

DA DB DC DD DE

Location test
. . 0.656207 0374099 1529327 0122656  0.196249
! Mann-Whitney
Wilcoxon/Mann-Whitney 0.5117)  (0.7083)  (0.1237)  (0.9024)  (0.8444)
0438694  0.144577 2388446 0.086586  0.040958

Kruskal-Wallis
ruskal-Wallis (0.5078)  (0.7038)  (0.1222)  (0.8975)  (0.8396)

Variance equality test
0.642348 0.585898 0.212477 1.029388 0.002155

Brown-Forsythe (04257)  (04467)  (0.6463)  (0.7454)  (0.9631)

Dall’esame della Tavola 2 risulta confermato quanto si evidenziava dall’analisi
descrittiva dei risultati riportata nella Tavola 1. L’ipotesi nulla di uguaglianza delle
mediane ¢ accettata in quattro confronti, mentre ¢ precauzionalmente rifiutata
con riferimento al settore DC (pelle e prodotti in pelle). L’ipotesi nulla di omo-
schedasticita invece € accettata in tutti i settoti.

Va osservato che 1 risultati dei es# migliorano notevolmente con riferimento al-
la sottosequenza 1970-1992, caratterizzata da profili ciclici meno accentuati in tut-
ti 1 settori analizzati.

In conclusione i fattori che influenzano in maniera determinante ’adattamento
tra serie stimata e serie incognita sono il profilo ciclico di quest’ultima, la sua va-
riabilita e il contributo rispetto al totale aggregato.

Le migliori performance dello stimatore naif si riscontrano in corrispondenza di
serie dalla contenuta dinamica ciclica e non caratterizzate da forte variabilita. Sol-
tanto in un caso — rappresentato dal settore DC, il cui contributo alla serie aggre-
gata, tuttavia, diminuisce nell'intervallo di osservazione dall’11,6 al 7 per cento del
totale — la tecnica di disaggregazione f#gzy genera una serie dal profilo ciclico piu
smooth di quello che caratterizza la serie Istat, pur ricostruendone correttamente la
maggior parte dei punti di svolta.

Tale risultato, se ¢ estremamente confortante, necessita tuttavia di ulteriori ap-
profondimenti teorici riguardanti da un lato le proprieta degli stimatori f#zzy, dal-
Ialtro 'analisi delle distribuzioni asintotiche, quesiti che al momento non saranno
affrontati e rappresenteranno 'oggetto di future ricerche.
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RIASSUNTO

Una tecnica di disaggregazione fuz3y

11 paper atfronta un problema di disaggregazione di serie storiche in presenza di estesi
lack informativi. In contesti di questo tipo ¢ impossibile mantenere gli assunti che giustifi-
cano l'applicazione di metodologie tradizionali, quali quelle derivate dall’algoritmo di
Chow e Lin, basate sulle consuete ipotesi di normalita.

In termini generali, in presenza di iuformation set limitati, il riferimento a misure probabi-
listiche potrebbe rivelarsi inappropriato e appare opportuno adottare misure del grado di
incertezza che soddisfino soltanto alcune proprieta generali, quali ad esempio le c.d. misu-
re fuzzy.

Dopo un esame sommario delle proprieta dei principali operatori di aggregazione, ¢
quindi presentata una procedura di disaggregazione di informazioni in presenza di /ack
informativi, basata sulla nozione di integrale di Choquet, caratterizzata da coerenza nel
senso di De Finetti.

SUMMARY

A fuzzy disaggregation technigue

The aim of this paper is to analyze a problem of time series disaggregation in presence
of broad information lack. In this framework it is not possible to follow standard meth-
odologies, like those stemming from the Chow and Lin algorithm and based on probabil-
istic assumptions. In general terms, when information sets are limited, instead of referring
to probabilistic measures it could be more appropriate to adopt an uncertainty measure
satisfying only some general properties, like the fuzzy one. After a synthetic survey about
fuzzy aggregation operators, we introduce a fuzzy disaggregation technique, based on
Choquet capacity theory and characterized by De Finetti coherence.



