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La verifica d'ipotesi basata sulle funzioni test rapporto di  verosimiglianza di 
Neyman e Pearson (1928) e Wilks (1938) sono ampiamente utilizzate nell'inferenza 
parametrica. In generale, queste funzioni test hanno ottime proprietà asintotiche 
ma sono sensibili alla presenza di valori anomali nei dati. La presenza di contami- 
nazione può comportare forti distorsioni al livello o alla potenza di questi test e 
quindi alterare la conclusione inferenziale. Per ovviare a questo problema molti au- 
tori hanno proposto test statistici con desiderabili proprietà di robustezza tra gli 
altri IIuber (1965, 1981), Hampel et al. (1986)) Ronchetti (1982), Heritier e 
Ronchetti (1994) e Markatou e He (1994). Una funzione test ha buone proprietà di  
robustezza se il suo livello e la sua potenza rimangono stabili in presenza di valori 
anomali nei dati, di  valori cioè che non provengono dal modello specificato. Nella 
letteratura la misura della robustezza è fatta considerando la stabilità della funzione 
test per contaminazioni infinitesimali attraverso l'uso, ad esempio, della Funzione 
d'Influenza del livello e della potenza (Ronchetti, 1982) e valutando il valore di  
contaminazione più elevato che la funzione test può sopportare attraverso la fun- 
zione di  punto di  rottura del livello e della potenza. Simpson (1989) e He  et al. 
(1990) impiegano la funzione di  punto di rottura per caratterizzare le proprietà di 
robustezza di un test statistico. Simpson (1989) allo scopo di ottenere test statistici 
robusti e allo stesso tempo efficienti ha proposto una funzione test analoga ai test 
rapporto di verosimiglianza ma basate sulla distanza di  Hellinger. 

I test proposti in IIeritier e Ronchetti (1994) sono derivati dagli stimatori di 
tipo M. Lo scopo è quello di ottenere dei test che siano robusti a bassi livelli di  
contaminazione. Come per i corrispondenti stimatori i test non risultano pienamen- 
te efficienti, rispetto ai test di verosimiglianza, quando non vi sono contaminazioni 
nei dati. Inoltre, il corrispondente test robusto del rapporto di verosimiglianza 
(likelihood vatio-type) ha una distribuzione asintotica più complessa di  un x:. 

In questo lavoro presentiamo tre funzioni test, basate sulla funzione di  verosi- 
miglianza pesata analoghe a quelle della funzione di verosimiglianza (test di Wald, 
test del punteggio o scove test e del rapporto di  verosimiglianza) allo scopo di otte- 
nere un'inferenza robusta e allo stesso tempo efficiente. Le tre funzioni test, sotto 



condizioni non restrittive, hanno la stessa distrib~izione asintotica delle versioni 
classiche, sono pienamente efficienti quando non vi sono contaminazioni nei dati e 
mantengono buone proprietà di  robustezza ad elevati livelli di contaminazione. 

Nella sezione 2 presentianio brevemente l'approccio all'inferenza basato sulla 
funzione di ve~osimi~lianza pesata nel caso di nmdelli con supporto continuo. Una 
discussione completa di questa metodologia può essere trovata in Markatou et a l  
(1995, 1998). Alcune estensioni possono essere trovate in Agostinclli e Markatou 
(19<)8), Agostinelli (1997, 1998a, 1998b). Nella sezione 3 introducianio le tre fiin- 
zioni test, nella sezione 1 studiamo le proprietà asintotiche c di potenza contro al- 
ternative locali mentre le proprieti di robustezza sono studiate nella sezione 5 at- 
traverso la funzione di punto di rottura. Nella sezione 6 sono riportati alc~ini escni- 
pi e una simulazione Monte Carlo, mentre nell'appendice sono riportate le assuri- 
zioni e alcuni lettimi. 

Consideriamo imi  variabile aleatoriii reale X con tilnziorie di ripartizione F i x )  e 
densità fix) rispetto alla misura di Ixbesg~ie nell» sp:izi« campionario 12 c q Una 
turizi»rie di ripartizione appxtenente alla iatniglict par;inictrica AI = {'llix, 6') : 8 N 6 
ed ,iveritc densita ~ ( x ,  8) rispetto alla rnisilra di Lcbcsgue e O E q' viene scelta 
come tirodello per ilescriverc la variabile a1e;itoria X. Nell'approccio classlco basato 
sull,i funziorie di verosimiglianza si assiinie che la farnipli,t p:ir:inietric'~ sia stata ape- 
c i i ic~ta  in r i d o  corretto, cioè che esista un valore del piiranictro, dicimio 01, al- 
l'inieriio dello spazio par:tnietrico C-) tale che Fix) r ?Vlix: C)+. l kwinrnen tc ,  ncl- 
l'approccio robusto, si assume che nella iatriipli,i pargmctrica iZf esista LISI elemento 
1 1 l ~ ~  tale che I.' stia in un suo "intorno" (()ticsto in~orrio puì, isscrc definito corni 
modello ad errori o gwu P ~ I U I  mudcl, .;i ved.1 Hubcr, (1981) .iriche per 
alt1 i tipi di intorni). 

Consideriamo iin campione di  n owxvuioi i i  indipendenti x - i % , ,  x7, .) x i )  
tiall'i variabile altiatoria X. Posto l&) la funzione iridic'ltricc dell'inriertie m, drfi- 

1 n , = - z1, ., >, i s ,  i lii iiinzionc di ripartizione empirica del compionc x 
n "  i 

o 
c uix:Hi = -- log &q$) la iuri~ione punteggio che è la cicrivata prirtia della fun- 

/i$ 
ziorie cii log-~crosiini~liarixa 1.0 stimatorc di massima \~erosirriigIianza 0 del para- 
tnrtro 8, nel caso di problemi regolari di stiriia (vedi le ipoiesi b riportatc in apperi- 

n 

dice) è definito come 1;i soluziorie dell'eq~iazione u(x , ,  8) = 0 .  
,=i 

Dato un punto x nello spazio campioniirio l2 possiamo costruire mia [un~ione 
peso dipcndenir da x ,  dall'eleniento della fmliglia parairietrica ;li itidici~zato~ dd 6' c 
dall'igno;a distribuzione F attraverso la funzione diA ripartizione empirica l,, cioè 
Z ~ X ;  6, F,). Lo stimatore di \wosirnigliariza pesata Ori, del parametro 8 nel caso di 
problemi regolari di stima t deiinito come la soluzione dell'equazione: 
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Lo stimatore di verosimiglianaa pesata viene utilizzato per la costruzione di test 
robusti per le sue buone proprieti: esso gode delle steise proprietà dello stimatore 
di verosirniglianza, sotto condizioni nori restrittive, quando non vi è contaniinazio- 
rie nei dati; viceversa presenta proprietà di  robustemi (in particolare posiiede tiri 

punto di rottiira positivo) in presenza di valori anomali. Inoltre, a differcnz:i di al- 
tri stiniatori robusti preseriti in letteratura, la ~netodolo~ia  è applicabile per una 
ampia classe di inodelli. 

Il tipo di  funzione pcso che viene usatd deriva dal riietodo di stima d rriiriirna 
distanza e si basa su una fii:izione chiamata residui di Pedrson Quest'ultiriid è una 
misiira di discrepanza tra la lornia dclla densità della variabile casciale f 1x1 e la for- 
ma ciella densità del modello speciiicdto m(x, C)). Essa C definita nel seguente modo 

dove / ix) = j k(x;t, ( t )  t uno itimatore non paratnetrico della densiti f ixi 

hasato sul campione x e sul nuclro k ( x ,  t, v) cori parariietro di li~ciartieri~o L ,  mentre 

m (x ,8 )  : k [ x , t ,  u)dil(t; O) è una versione lisciata dclla denaiti m h :  0) biii~iti sii1 

ine+sinm stiiniitore del nucleo 
E importante notare che il codominio dei residui di I'earion t 1-1, i m] Essi 

sono nulli in osservazioni per c ~ i i  la densità attesa (misurata sittr'iverso il rrio- 
dello ipotiazato) viene a coincidere con quella osservata (corrispondcntc al \~,ilr>re 
dello stim,itore non parametrico). 

La lunzionc pcso è definit:i nel seguente rriodo. 

A / l (c~(x;C) ,F~!))+l  
2c(x; 0, F B )  = 

&(x; C), t?' ) t l 

dove A(Gix; 8, F,') è ima fiiriziorie dei residui di  I'earson chiatnnta funzione di :)p- 
g i ~ ~ i t m ~ c i l t o  d r i  residui (Reszducil Adp~trrzcnt Functzon, KAF) introdotta da Lindsay 

(1994) Alcuni esempi sono: la KAF di Helliriger Aiin(6) = 2 [ ~  6 + 1 - I] r la Ne- 
p t i cc  Exponcnttal Dzspanty A,,,(& -- 2 - (2 + ?$ cxp1-h) Il comportamento dei re- 
5idui di  Pearson è illustrato in ilgostinclli (1998a) mentre per una discussione sii1 
ruolo dclla funzione di apgiiistdmento dei reridili, si veda I h d s a v  (1994). M a -  
l i a t o ~ ~  11996) e Marliatou ct a l  (1998); irifirie Cressie e Read (1984) per ~11x3 clasw 
di misure di  divergenia da cui ottenere f~inzioni di  aggiustamento dei resiclui. Si 
osservi che per alcune furiaioni di aggiustarnerito dei residui e per particol'iri fornie 
di contaminazione ì: possibile che i pesi definiti in 2 assiiniatio \do r i  negativi o 
superiori all'unità (in particolare cjuaildo la niinierosità c:impioriaria è piccola), così 
nella pratica per reridere gli algoritmi di calcolo pii1 stabili ì: p i ì ~  conveniente utiliz- 
zare ytiesta seconda definizione della funzione peso: 



dove [.] + vale O se l'argomento è negativo e vale l'argomento stesso se l'argomento 
è positivo. In questo modo si ottiene una funzione che assume valori tra O e 1. In 
Markatou et al. (1995, 1998) vengono studiate le proprietà asintotiche dello sti- 
matore di verosimiglianza pesata; essi dimostrano che sotto appropriate condizioni 
(riportate negli articoli appena citati) lo stimatore risulta consistente e asintotica- 
mente normale. 

Un aspetto pratico importante riguarda la scelta della forma del nucleo e della 
grandezza del parametro di lisciamento necessari per ottenere la stima f (x) e la 
versione lisciata del modello m (x; O). Mentre la forma del nucleo (entro certi limi- 
ti) influenza solo marginalmente i valori numerici delle stime, il parametro di  liscia- 
mento può avere inportanti effetti sulle proprietà di  robustezza dello stimatore. 
Brevemente, la scelta di un parametro di lisciamento di  valore elevato produce una 
stima che non evidenzia la struttura della distribuzione dei dati e le stime che si 
ottengono sono in genere niolto simili a quelle del metodo di massima verosi- 
migliama. 

Consideriamo per semplicità una variabile aleatoria X con distribuzione F(x) = 

(1 - E)  M(x; Oi) + &G(x) e G(x) una qualsiasi funzione di ripartizione. Riprendendo 
la notazione introdotta nella sezione precedente, definiamo la matrice di informa- 
zione attesa di  Fisher i(8) = E&&; $ U(X; O)'). Una sua versione pesata chiamata 
matrice d) informazione di  Fisher pesata può essere definita come segue: i,(@ = i(0) 
E&w(x; O?, , E;)]  (si veda Agostinelli, 1998a). Dato che il secondo fattore della I , ,  è 
generalmente sconosciuto c?nsi$eriamo anche una versione per campioni finiti nella 
forma j,,(O) = ii(8) Ein[w(x; Bw, FJ1. 

I1 nostro interesse è nel verificare il sistema di ipotesi: 

Introdiiciamo ora le tre funzioni test. La funzione test basata sul rapporto di 
verosimiglianza pesato (IVezghted Lzkelibood Ratio test) è definita a partire dalla se- 
guente funzione: 

A A 

kt,(0) = - 2E [W(%; O,., F,)(l(x; O) - l(x; iU , ) ) ]  
Fh 

la funzione del test di  Wald pesato (Weigkted X7alù ttst) è definita come segue: 

mentre il test basato sulla funzione punteggio pesata (Weighted Score test) è: 
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A A A h 

- - 
A - E [ w ( x ;  O,, F, ) u(x;  0)]'1(6) )-'E A [ w ( x ;  O,, , F, ) u(x;  0 j] (6 )  

E F [ w ( x ; O Z , , F ) l  'n F,, 

Dalla funzione che definisce il test basato sulla funzione punteggio pesata, si 
noti, che diversamente dall'analogo test basato sulla funzione punteggio, non è suf- 
ficiente la stima sotto l'ipotesi nulla Ho. Questo è uno svantaggio apparente se si 
pensa che una analisi dei dati comprende sempre la stima non vincolata. 

Per semplicità le definizioni sono state date senza il fattore moltiplicativo n di- 
mensione del campione. Per valutare la funzione test, sarà inoltre necessario iitiliz- 
zare 7 ,  invece di z,~. Mostreremo nel seguito che le proprietà asjntotiche dei test 
rimangono inalterate sotto condizioni non re~trittive. Infine con O$, intcildererrio la 
soluzione dell'equazione di verosimiglianza pesata 1, oppure la stima ad un passo 
come definita in Agostinelli (1977)  e Agostinelli e Markatou ( 1 9 9 8 ) .  

L'equazione di verosimiglianza pesata 1 non corrisponde ad uri problema di 
ottimizzazione, così per definire il valore della funzione test nel caso di ipotesi 
composte e/o in presenza di  parametri di disturbo utilizziamo la soluzione derivan- 
te dalla seguente funzione di  verosimiglianza pesata, con pesi calcolati in 6,; 

n 4, = arg max 11 d x '  ; t))  
. '(Ai& ,F, i 

O<-@,, l l 

Questo approccio è simile a classico (si confronti ad esempio Cox a d  
I Iinklev, 1974) .  

Consideriamo un semplice esempio per chiarire come le f~inzioni test vadano cal- 
colate e come esse presciltino analogie con Ic funzioni classiche basate sulla verosi- 
miglianza: la famiglia parametrica normale con media ignota é, e varianza 11ot:i o'. 
È noto che in questo caso i tre test basati sulla verosimiglianza coincidono. Sempli- 
ci manipolazioni algebriche nioslrano che lo stesso risultato vale anche per i tre test 
basati sulla verosimiglianza pesata, indipendentemente dalla presenza o meno del 
fattore contaminante. Infatti, sia I: una funzione di distribuzione e come usuale 
$,(,(I:) la soluzione del l ' eq~~azione~di  verosimig1ia;za pesata EF[zu(x; O, F) ( 6 )  - x ) ]  
o-' = O e quindi EI [w(x; 8, ,E;)] Ou (,O = Er[w(x;  O,, ,  1;) x] siccome la funzione pun- 
teggio u ( x ;  t)) è ( x  - O) I1 test di Wald pesato è definito come segue. 

mentre il test basato sul rapporto di  verosimiglianza pesato è: 

ed infine il test della funzione punteggio pesata vale: 
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In questa sezione studiamo il comportamento asintotico dei tre test quando il 
modello è correttamente specificato. A questo scopo assumiamo che E =  O così 
F(x) = M(x;  O [ ) .  Sia O lo stimatore di massima verosimiglianza e O, lo stimatore di 
verosimigliariza pesata. In questo caso entrambi gli stimatori sono consistenti sotto 
appropriate condizioni. Se supponiamo O < z,,(O) 5 z(O) < + m (nel senso dell'ordina- 
mento delle matrici) attraverso il lemma 2, possiamo mostrare l'asintotica equiva- 
lenza tra i test basati sulla verosimiglianz~ pesata e quelle basati sulla verosimi- 
glianza. P o s ~  40) = - ?Ei,,Li(x; O) - I(x; O)] il test rapporto di verosimiglianza, 
W ( 0 )  = (O - $)'L(@ ((e - (e) il test di  Wald e S(0)  = u(O)'z(H)~'u($) il test di Kao o della 
furizione punteggio allora: 

l , - 4 l = 2 l E x ; ,  6) I ;  (e) - l ;  0, ) - (i(%; O) - I(x; H ) )  1 1  

quindi per il lemma 2 e jl fatti) che Eipl  l i(%;$) - i(*; t),,) l è asintoticamente zero 
per la consistenza di O e O,, il test rapporto di verosimiglianza pesato è 
asintoticamente equivalente al test rapporto di verosimigliaiiza per O = +. Questo 
corrisponde all'ecluivalenza dei due test sotto l'ipotesi nulla. Per studiare il compor- 
tamento asintotico della potenza locale del test seguiamo Cox e IIinkley ( 1 9 7 4 )  e 
poniamo O = OT + F. Usando il fatto che i (x;  Or + c.) - I(x; O,,) = F u(x;  $ 1 )  + O ( E )  ah- 
biamo: 

Siccome Eifr I u(x;  O,) I 5 1 + r(O1), se F + O per n -+ m, componente per conipo- 
nente, il test rapporto di verosimiglianza pesato e quello del rapporto di verosimi- 
glianza hanno asintoticamente la stessa potenza locale. Consideriamo ora la diffe- 
renza tra la funzione test di Wald pesata e la funzione del test di Wald: 
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@sto A(,$') = I i (6  - 6xJfi,,<6t,> (0 - - (t) - 6)fi,.(6J ( O  - 6);  I e B($) = / (t) - 6). 
[i,(@,,) - i(0)l (t) - t)) I abbiamo: 

5 / ( t )  - 6)'[iu (0,' - i (6,)1 (t) - 6 )  l + l (t) - 6 ) ' ~ i ( 6 ~  - i ( 6 ) 1 ( t )  - 0 1  l 
inentre il comportamento della matrice di informazione di  Fisher pesata può essere 
studiato attraverso: 

5 sup Iu(t; e!', M r )  - 11 / i ( t ) ) l  (1 1) 
t 

Per il l ~ m m a  ZAe la limitatezza di  i(B,,) la 1 1  è asintoticamente zero (in probabili- 
tà) e I z (BJ  -- i(@) / è asintoticamente zero (in probabili$) per la continuità di  z 
rispetto al suo argonlento 6' e per la consistenza di t) e Q f L .  A($) può essere 
riforinulata come segue: 

Quindi per il lemma 2 il test di Wald pesato è asintoticarnente equivalente al 
test di  Wald per t )= 6)T. Questo corrisponde all'equivalenza sotto l'ipotesi nulla. 
Per studiare la potenza locale asintotica poniamo t)= + t. dove si ha: 

così quando E + O per n -+ .o, si ottiene l'equivalenza componente per componen- 
te. Si noti che lo stesso risultato asintotico viene ottenuto utilizzando la tnatrice di 
inlormazione di Fisher pesata nella scia sersione per campioni finiti, infatti: 



Infine, posto u,,(6) = e%,, Fn) U ( X ;  O)]  e considerando la differenza tra il 
test basato sulla funzione punteggio e la sua versione pesata si ottiene: 

Posto C(6) = ( I L , ,  ($)'i,(6) 'u,, (6 )  - u ( $ ) ' z , , ( ~ ) - ' u ( ~ ) )  e D(6) = u($)'[iz,(6)- ' - i(6) '1 
u(6)  abbiamo: 

inoltre 

Per D(@) si noti che: 
- - 

Siccome l u,  ( O l )  1 e 1 ~ ( 6 ~ )  1 sono piU ~iccol i  o al più uguali a E/! 1 u(x,  0 , )  1 r 
qws t '~~ l t in id  è asintoticanietlte limitata allora per 6 =  O1 si ottiene l'equivalenza 
asintotica sotto l'ipotesi nulla. Per studiare l'andamento della potenza locale del 
teit della funzione punteggio pesata consideriamo lo sviluppo in serie di Saylor di 
u(x; Bi + E )  = u(x;  01)  + E u'(x; 6 , )  + O ( E )  da cui si ottiene che Eh 1 u(x,  6 ,  + E )  I <  
E ,  1 ( 6 )  1 + 1 E 1 E 1 ( x ;  O )  1 + 1 o (  1 e asintoticamentc i termini di  destra 
sono limitati quando F -+ O per n -+ m. Inoltre, 

allora le stesse proprietà asintotiche valgono anche per il test della funzione punteg- 
gio pesata con la matrice di informazione di Fisher pesata nella versione per cam- 
pioni finiti. 

Le considerazioni che sono state fatte implicano che i test basati sulla rerosi- 
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miglianza pesata definiti come in 4, 5 e 6 hanno la stessa potenza asintotica per 
alternative parametriche locali come nei test basati sulla verosimiglianza con gli 
stessi valori critici asintotici quando il modello è correttamente specificato. Inoltre 
sotto le classiche assunzioni di  regolarità b, C e d hanno la stessa distribuzione 
asintotica sotto l'ipotesi nulla H,,, cioè una distribuzione Chi quadrato con un ap- 
propriato numero di gradi di  libertà per un valore fissato del parametro di  
lisciamento v .  

In questa sezione caratterizziamo le proprietà di robustezza delle tre funzioni 
test proposte. La Funzione d'Influenza dei tre test corrisponde a quella delle ver- 
sioni classiche. Lo stesso risultato è ottenuto per lo stimatore di verosimiglianza pe- 
sata. Inoltre, è ben noto, (Beran, 1981 e Agostinelli, 1998a) che la Funzione d 'In- 
fluenza non sempre è adatta a valutare le proprietà di robustezza. Infatti, trala- 
sciando alcuni aspetti tecnici e posto che la definizione di Funzione d'Influenza 
(Hampel ct al., 1986) è: 

dove Hc(x) = (l  - E) H(x) + l,(x), Heran (1981) definisce la E funzione d'influenza 
come segue: 

Egli dimostra che per lo stimatore basato sulla distanza di IIellinger la conver- 
genza della EIF alla funzione d'influenza (per E -+ 0) non è uniforme. Questo fatto 
implica che la forma della EIF possa risultare molto diversa da quella della funzione 
d'influenza. In particolare per la distanza di Hellinger si ha una FIF limitata (evi- 
denziando quindi le proprietà di robustezza dello stimatore basato sulla distanza di  
Hellinger) ma una funzione d'influenza illimitata (evidenziando l'asintotica effi- 
cienza dello stimatore). Agostinelli (1998a) mette in luce che le proprietà di robu- 
stezza locali dello stimatore di verosirniglianza pesata dipendono sia dalla distribu- 
zione da cui provengono i dati H che dal modello parametrico specificato M. Si 
consideri la seguente definizione (non classica) di funzione di influenza: 

T ( H , , M )  - T ( H , M )  
IFu,(c; T,  M, H) = lim 

,+O E 

dove H è in un intorno di M. Per lo stimatore di verosimiglianza pesata abbiamo: 

dove (posto per semplicità di notazione l'= T ( H ,  M)): 



+ 5 wT6(x; 'l', Fl j j  
k(x; C, v) 

- - u(x; T) dfI(x) 
W L  (x; T)  

- I wt(6(x; T,  lI))(S(x;  T, I l )  + l) u(x; 7 % )  dH(x) 

= w(c; T, I l )  uic; T)  

Si noti che IFL,ir, l', I l ,  i l )  = 1F(c, T, I l )  t. clie IFlc dipcildc da '11 atttaverso il 
modello lisciato m , i residui di Pe'irsoii 6 e 1'1 funzione piintcggio u. (Jriandc non è 
presente dlcima contdini1i:izioiie nei dati, H coincide con AI r la [I;,, si riciiice alla 
iirriziuiie di influenza dello stinlato~c di maisima verositnigliariza mentre in preseil- 
za di contan~innziotie la IF,, pub risultare awii differente (si veda gli esempi in 
Agostinelli, 199i?>a, pp 11-17), 

Per questi rrioti~i non si ritiene opportuno utilizzare la fiinziorie d'irif1uenj.a per 
~~~~~~~~~e le propriet:~ di robustezza dei tcst ma piiittosto di corrceiitr,irsi nello studio 
del punto di rottura. 

11 punto di rottiira caratterizz:~ la stabilità globale di uno stimatore Ne esiste sia 
una versione asi1itotic:i (Hanipel, 1371; Huber, 198 1 )  e irna per carnpioni finiti 
(TIodges, 1967; Donoho, 1982; Doriolio c f liiber, 1983). Cori iina descrizione som- 
inaria si puo dire che il punto di rottiira di i m t  funzione statistica 2 la pii1 piccola fra- 
zione di coiitaininasione dei dati che p i ~ ò  portare il d o r e  della stima ad iin arbitrario 
valore estremo. In accortlo con questa descriziom si può dire che uria statistica test 
raggiunge il piirito di rottura se per un dato livello di contamitxwione il suo \,alore p 
(p uulztci può essere portato al suo rnaisiino e rninirno valore. Si noti che quatido il 
valore p r,iggiunge il suo massimo (rispettiv:triientc iniiiimoì la probabilità di coni- 
mettere l'errore di prirno tipo (rispettivamente l'errore di secondo tipo) risulta ugua- 
le a 1 I'rr semplificare la presciitiizioiic 1'anali:i è centrata sii1 funzioiide iissociato 
$a funzione tcst. Quindi u,,(t), H = EF["(x, OtL(F), T) ~ ( x ;  61 i e z,, (8 ,  1:) = El l wix; 
t)JF), '),l dt)) nllora i! funzionale del test $1 rapporto di vcrosi~ni~lianza pesata è 
A, (t), E? = - 2R,[w(.lz; 02, in, r;) (l(x; 0) - l(?; t),,(F)) 1, il funzioriale del test di Wald pe- 
sato è IYTl,(8, 1;) = (t) - t)JF))'z,,(t), T j  (t)- <(EJ) e il  funzi«ri:tle del test della funzione 
punteggio pesata è .TL, (t), F )  = u,, (t), f l ' z , ,  (O, E3 'u,, (O, m. 
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In  Markatou et  al. ( 1 9 9 8 )  è dimostrato che lo stimatore di  verosimiglianza pesata 
O,,(F) ha punto di rottura positivo, diciamo E ' .  Questo significa (Hampel et  a l . ,  
1986)  che deve esistere un in~ieme~compatto,  contenente il vero valore OT, che con 
probabiljtà uno contenga anche O,(F). In altri termini, la distorsione dello sti- 
matore O,(F) è finita. 

H e  e t  al. ( 1 9 9 0 )  e Simpson (1989)  hanno introdotto la funzione di rottura del 
livello e della potenza di un test. Introduciamo delle definizioni simili per studiare 
il comportamento delle funzioni test di verosimiglianza pesata. Sia t($, F) un fun- 
zionale generico con dominio F tutte le distribuzioni proprie definite su qd. Posto 

tmax = SUPF E F inf, E t(O, F) e tmin = infp E F  inf, E t(@, F) allora la funzione di  rot- 
tura del livello del test può essere definita nel seguente modo: 

E : sup inf t(@, (1 - E )  M+ + EG) = t,,,; OT E O, 
GEF oc@u 

e la funzione di rottura della potenza del test può essere definita come segue: 

1 ~ , ( M @ ~ ; t l  = inf E : sup inf t(O,(l  - &)MoT + EG) = tniax;07. E O1 'I GEFHCOC, 

dove G è la distribuzione contaminate e F è assunto convesso. Empiricamente, E, è 
la più piccola frazione di contaminazione che può portare il valore p a s ed è di 
maggior interesse sotto l'ipotesi H, (s = O ,  1 ) .  In generale, è il livello di  contami- 
nazione per il quale il livello di significatività del test è 1 e E,  è il livello di conta- 
minazione per il quale la potenza del test è O .  Infatti, se OT E O/  O,, e t,,,in = O, allo- 
ra &,(MeT; t) è la più piccola frazione di  contaminazione di MoT che può portare il 
test ad essere inconsistente. In  analogia con il punto di  rottura di uno stimatore 
possiamo definire il punto di  rottura della potenza del test (power breakdwon point) 
&;(t) = sup,,,,, &,(MHi, t )  e il punto di  rottura del livello del test (level breakdown 
point) ~ i ( t )  = supc)?.. E ~ ( M @ ~ ,  t ) .  

Per studiare il comportamento delle funzioni di rottura dei test supponiamo che 
siano soddisfatte le seguenti condizioni: 

Ipotesi a:  Condizioni per lo  studio del punto di rottura 

a.2) O < i (@)  < per tutti i 0 E O 

a.3) supG I /  07. - e,,(F) I 5 B r ,  < F-q.c. per tutti gli E 5 E*, dove E" è il punto 
di rottura di OZ,(F) e B,, è il corrispondente errore massimo. 

Siccome la matrice di informazione di  Fisher è definita positiva allora W,,,i, = O 
perché \Y/,(O,(Md, M , + )  = O e Ou(MH13 = Or per la consistenza di Fisher, mentre 
.... 

Wmax = + W. 

Dalla d i~egua~l ianza  triangolare e a.3, 1 1  O - @,./I < 1 1  O - e,,,(F) ) I  < W .  Così 
W,,, è raggiunto se e soltanto se anche il test calcolato al vero valore raggiunge 
tale valore massimo per ogni E I E". Questo mostra che €&MH1, WW) = E". 



Inoltre per ogni P > O e ogni 0~ tale che I /  0 - / I  < i?, , è possibile trovare 
una distribuzione G in modo che OU(F) = 0 e quindi per la corrispondente F, 
lVf,(O, F) = O = lVmiI1 e F ~ ( M ~ ~ ,  \V7,) = O per o ni O1 abbastanza vicino a Oo. 
Per ogni elemento dell'insieme OI = ( 0 ,  1 1  0 - H1 1 > B, , dt) t $,I si ha invece 
t.,(MH,, lrc/u) = E Quindi t.,, (Wtu) = E c se it C4 allora E, (l'l/,) = P , quindi la ver- 
sione robusta del test di Wald ha lo stesso punto di rottura dello stimatore di mas- 
sima verosiniiglianza pesata. 

Per studiare la funzione di  rottura del test rapporto di  \.erosimiglianza pesata e 
del test della funzione punteggio pesata, prima riscriviarno i test in una diversa for- 
ma. Usando lo sviluppo in serie di Taylor di  I(x; 8) = log n-dx; 0) in un intorno di 0, 
si ottiene: 

dove t)' è tra O e allora: 

il,,($, F) = - 2E, w(x; i),,(F), E') (u(x; i),, (F)) ( 8  - 6,,(F)) [ 

Ernpiricrrncnte, la quantità - Ei [w(x; t), (F), F) uf(x; t)) 1 ] potrclhe no\esse- 
re strettamente positiva o limitata, in special modo quando 0 è lontano da 0,,(F), 
perciò non è facile determinare i valori di  L,,,,,, e il,,,,, che dipendono dal tipo di 
contaminazione e dal valore di 0. 

Per il fatto: 

dove 0';" è tra 0 e e,, si ottiene: 

Allora S,,, = O c S,,, = + m ma diversamente dal test di Wald pesato IIi;,, il test 
della funzione punteggio pesata 3, può raggiungere il valore + m  o O attraverso il 
primo fattore della 13 e quindi ~ ~ ( i \ 4 ~ ~ ,  S,) I E e per la stessa ragione el(l\fH,, 
,Sto) 5 F . 

Quando il n~odello specificato appartiene alla famiglia esponenziale uniparame- 
trica con la parametrizzazione naturale cioè m(%, 0) = exp[es(x) - T(@] k(x) e 
u'(x; 0) = -rff(0) = -i(@ allora 



In questo caso, d ,,,, = 0 e A,,,,, = -t e le proprietà di d,,(O, F) e $,(t), T;) sono le 
medesime del test WIU (t), t.'). 

Diverso P in generale il comportamento dei test in presenza di parametri di di- 
stiirbo. Per il test di Wald pesato, il punto di rottura della potenza non sarà infc- 
riore al più piccolo piinto di  rottura degli siimatori coinvolti nel c:tlcolo del test 
stesso, dato che un valore arbitrario dei parametri di disturbo può portare il valore 
atteso dei pesi a zero, mentre il punto di rottura del livello del test dipende soltan- 
to dal punto di rottura degli stimatori del vettore dei parametri di interesse. 

Questo comportamento non 2 condiviso, in generale, dal tcst del rapporto di  ve- 
rosimiglianza pesato e dal test della iunzione punteggio pesata e quindi anche il 
punto di  rottiira del livello di questi test dipenderà dal punto di rottura degli 
stimatori dei parametri di disturbo coinvolti nel calcolo. Si noti che se il modello 
appartiene alla famiglia esponemiale con parametrizzazicine naturale allora il punto 
di rottura del livello del test rapporto di verosirniglianza pesato e del test funzionc 
punteggio pesata sarà lo stesso del tcst di Wald pesato. 

In questa sezione presentiamo alcuni esempi, teorici o riferiti a dati reali che il- 
lustrati(> le proprietà dei test di ~~erosimigliatlza peiata e alcuni confronti con altre 
fiinzioni test. La rezione si concl~idc con alcune simulazioni Monte Carlo. 

Ewzpio  6 i .  Verifica d'ipotesi siilla media della distribiuiorie normale (ripreso cla 
Siinpson, 1989). 

Se m(x; C)) = A(e, 1) (quasi certamente) è la densità normale con media O e 
varianza unitaria, allora il funzionale del test rapporto di verosimiglianm per 
fl,, : HI - D contro IlI : 6i1 # O è dato da 2A(F) = p(T;)', dove p ( F )  P la media della 
distribuzione I;. E possibile mostrare che ~,,(iZll~, A) = r.,(Al,, A) = E(, (A) = F ,  ( A  = O. 
I la  Simpson (1989) le proprietà di piinto di rottura del test basato sulla distanza di 
I Iellinger d ì: q,(MH, d)  = E,, (di = 1,mentrc ad esempio e,(Jl,, d) 2 .3 13.  Se si impie- 
ga lo stimatore ad un passo della verosimiglianza pesata con stime iniziali date dallo 
stimatore 1,eat Trzrnn-tcd ,Yquai.ed (con E = 0.5) il test di  Wald pesato possiede 
~ ~ , ; , ( l Y f ~ , )  = E, ( W u )  = 0.5 e lo stesso ris~iltato vale per gli altri due test. 



Esempio 6.2. Verifica d'ipotesi sulla media della distribuzione normale con parame- 
tro di scala ignoto (ripreso da Simpson, 1989). 

Sia m(x,6') con 6'= (p, o) denoti la distribuzione normale %!'(p, 02). Il sistema d'ipo- 
tesi è Ho : p = O contro Hl : p $ 0  con o2 non specificata. Il funzionale del test rappor- 
to di  verosimiglianza è pari a 2h(F) = log[l + p(n2/v(F)] dove v(F) è la varianza della 
distribuzione F .  Seguendo Simpson (1989) E,,(M~, il) = 1 mentre &,(Me, h) = O. Per il 
test basato sulla distanza di Ilellinger si ha &,,(Me, d) = 1 e ad esempio, E,(M(~,,!, d) 
2 ,127. Se si utilizza lo stimatore ad un passo della verosimiglianza pesata con stime 
iniziali date dallo stimatore Least Trimmed Squared (con E* = 0.5) allora per il test di 
Wald pesato .$(W,) = EI(IV,) = 0.5 e lo stesso risultato vale per gli altri due test. 

Esempzo 6.3. Regione di accettazione sotto contaminazione. 
Supponiamo che la densità da cui le osservazioni sono campionate è una mistura 

tra due variabili normali del tipo f (x )  = (1 - E) N ( 0 , l )  + E .q(8,1) per un fissato va- 
lore E. Consideriamo una famiglia parametrica normale nella forma M = {%!'(p, 1) : 
- < p < m }  in cui la varianza è nota. In  questo contesto i tre test di 
verosimiglianza coincidono (non solo asintoticamente), così pure, come abbiamo vi- 
sto, i tre test basati sulla verosimiglianza pesata. 

Nella figura 1 riportiamo il valore asintotico di  tre funzioni test: il test del rap- 
porto di  verosimiglianza quando non vi è contaminazione, il test rapporto di  verosi- 
miglianza e il test del rapporto di verosimiglianza pesata considerando che per sem- 
plicità di  calcolo il parametro di lisciamento v del nucleo sia tale che v + O .  I1 trat- 
to continuo è riferito al test di verosimiglianza quando il livello di contaminazione 
E è nullo, esso è riportato per facilitare il confronto. I1 tratto di punto e linea si 
riferisce al test basato sulla verosimiglianza pesata, mentre il tratto di  linea è invece 
il test di verosimiglianza calcolato sotto la contaniinazione. La linea retta rappre- 
senta il valore di un chi-quadrato con un grado di libertà per un errore di  primo 
tipo del 5%. A partire dall'angolo in alto a sinistra, le singole figure si riferiscono 
ai seguenti livelli di contaminazione: 5 % ,  10%) 20010, 30%, 40%, 50%. Come si 
vede facilmente, se l'ipotesi nulla è Ho : p = O il test di ver~s imi~l ianza  porta al 
rifiuto dell'ipotesi nulla per un livello di cotaminazione superiore al 2O%, per il 
fissato valore dell'errore di  primo tipo al 5% (riportato come linea orizzontale). 

Esempio 6.4. Telephone-Lines Faults data 
Welch (1987) presenta dei dati derivanti da un esperimento in cui si vuole veri- 

ficare se un metodo riduce il numero di  guasti di una linea telefonica. Un approccio 
parametrico semplice è di utilizzare un modello con distribuzione normale con me- 
dia /i e varianza 02 .  I1 test rapporto di verosimiglianza del sistema Ho : /i = O con- 
tro H, : p > O (o non specificata) è equivalente al test t ad una coda. 

Welch (1987) trova che questo test è altamente sensibile alla presenza o all'as- 
senza della prima coppia di osservazioni. Simpson (1989) ha utilizzato questi dati 
per illustrare il test basato sulla distanza di IIellinger. Nella tabella 1 riportiamo i 
tre test basati sulla verosin~i~lianza pesata insieme con il test basato sulla verosi- 
miglianza e il test basato sulla distanza di  Hellinger presentato da Simpson (1989). 
Per i test basati sulla verosimiglianza pesata è stato utilizzato un nucleo corrispon- 
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Fipm 1 - Valore asjntotico della funzione test di verosimiglianza (tratto a linea) e per il test di verosi- 
iniglimza pesata (tratto piinio e linea) per un modello di posizione normale e diversi valori di contami- 
nazione per f ( x )  = (1 - F )  %:(0,1) + E $:(8,1). 1.a parabola a linea continua indica il valore asintotico del 
test di  verosimiglianza per f ( x )  = %((),l) ed è riportata conle riferimento. La linea parallela all'asse delle 
ascisse corrisponde al valore del X: con Liri errore di primo tipo del 5 % .  

dente alla densità normale con parametro di  lisciamento v proporzionale al parame- 
tro di  scala con k = 0.0034. I tre test di  verosimiglianza pesata sono stati calcolati 
anche utilizzando un nucleo biweight nella forma k(x) = (15116) (1 - x2)' 1,-,,,,(x) e 
v = 2.3 on-'Ii = 202.16 dove M D / . 6 7 4 5  è usato come stimatore di scala (Nota che 
il parametro di lisciamento è scelto con il criterio L, di  Devroye and Gyorfi, 1985). 
I1 nucleo hiweight e lo stesso parametro di lisciamento sono stati utilizzati da 
Simpson (1989) per calcolare il test basato sulla distanza di Hellinger. In tabella 2 
sono invece presentate le stesse funzioni test calcolate sui dati privi della prima 0s- 
servazione (in questo caso Simpson, 1989, non riporta il valore delle stime dei pa- 
rametri dello stimatore di  IIellinger). 

I tre test presentati si comportano bene, in particolare in entrambi i casi essi si 
comportano in maniera simile ai corrispondenti test di  verosimiglianza calcolati sui 
dati privi della prima osservazione. 



, , lclcpiionc-1.incs i'aults data. Per ogzifuniionii. tc,r\& tiporliamo il valorr (prima culunna) e il  cowispomlente 
valore-p p~.rcenttlulc. isecomìri colonmz) 

norma1 t>iuciglii 

WI. kl L I IL) 

norma1 tiiweiglii 

Alcum siniulazioni Monte Carlo sono state s\,olte allo scopo di valutare il livello 
delle funzioni di punto di rottura in contesti abbastanza importanti. Sono state 
considerate due distribuzioni dei dati coinvolgenti il modello norniale. La prima ha 
una contamin;lzione di tipo asimmetrico, attraverso la presenza di un niicleo di  oi- 
servazioni distanziate dalle rimanenti fl(x) = (1 - E) : ~ ( 0 , 1 )  + E %18,1). 1,a seconda 
presenta invece una c»ntaininazione simmetrica, in cui la ciistribuzione ipotizzata 
ha code pii1 corte, esemplificata dalla dcnsiti f2(x)  = (1 - F)  A. (0 , l )  + F '1 (0,25) Da 
ognuna di queste due distribuzioni sono stati generati 5000 campioni di diinensio- 
ne 80 per i seguenti livelli di contaminazione. E = [O(%,  5 % ,  10%, 20%, 3 0 % ,  
40%}. Sono state considerate due funzioni di aggi~istamento dei residui, qiiella ba- 

sata sulla distanza di I kllinger (AHD(8) = 2 [L 8 + 1 - l]) e 1" ,~egatilic Expoizentzd 

D ~ p a r z t y  (A,LL)(~)) = 2 - (2 + i)) exp(- i))). Infine per individuare le radici dell'eyiia- 
zione di  stima della verosimiglianza pesata, si t: utilizzato I'algoritnm di ricerca ba- 
sato sul  ricanipionaniento preietitato in Markatou ct al. (1998) con 100 
ricampionamenti per ogni campione Monte Carlo. In presenza di pii1 radici siA è 
scelta la-stima di verosimig1ianz:i pesdta a t t r a ~ w s o  il seguente criterio. Posto {Q,, 
e,, ..., Op} le radici dell'eqilazione di  verosimiglianza pesata, consideriamo la di- 
stanza d(J , nz ) corrispydente alla IIAF ( p a r a h l  ~ z s / U ~ ~ ~ ~ J  trneasur.~) utilizzata e de- 
finiamo la stima come Q,, = arg rninHj , , , d(J , m (e,)). Nel caso della KAF di 



IIellinger abbiamo, ad esempio, d(l , m'(e , ) )  = ( x ) ' ! ~  - m ( x ,  i)J'12]2dx. Questo 
metodo utilizzato in Markatoii et al. (1998) per la scelta della radice porta a stime 
con alto punto di rottura. 

Utilizzando questo metodo di selezione si ottengono dei buoni risultati anche 
per contaminazioni piuttosto elevate. Nelle nostre simulazioni si sono individuate 
più radici per la contaminazione asimmetrica f ,  per livelli di  contaniinazioni supe- 
riori o uguali al 30(%. 

Abbiamo considerato la verifica d'ipotesi per il parametro di  posizione ,LI con 
H,, : p = O .  In ogni tabella riportiamo nella prima parte i valori delle funzioni test 
quando il parametro di disturbo (o) è considerato noto o ignoto. Si noti che nel 
caso di  o noto le tre funzioni test coincidono (sia per la verosimiglianza pesata che 
per la verosimiglianza). Oltre al valore del test riportiamo la stima della varianza 
Monte Carlo e i livelli stimati del test confrontati con quelli di un Chi-quadrato 
con un grado di libertà. 

Nella heconda parte della tabella riportiamo le stesse quantità quando l'ipotesi è 
Hl . p = l .  I livelli stimati in questo caso sono una stima della potenza del test per 
una fissata ipotesi alternativa e un fissato valore nominale dell'errore di  primo tipo. 
Abbiamo contrassegnato i test basati sulla funzione di  verosimiglianza pesata con la 
sigla lVII,Teit, quelli di  verosimiglianza con MI,Test e con FiRTcst il test di Wald 
proposto in Heritier e Ronchetti (1994). 

Nelle tabelle presentate riguardanti la densità f ,  si evidenzia un'ottimo compor- 
tamento dei test di verosiiniglianza pesata. Risultati molto simili si ottengono per i 
test basati sulla funzione di  aggiustamento dei residui Negntiuc Exponential 
Dzsparzty. In q~iest'ultimo caso già a un livello di  contaminazione del 30% si comin- 
cia a notare un moderato degrado della qualiti. 11 comportamento di t i R T a t  ì. di- 
screto solo per contaminazioni di piccola entità confermando quanto scritto da 
IIeritier e Konchetti (1994, p. 901): "i'hc hounded znflucnce testi presented zn thzs 
artzclc are costructcd to wzthstand small umounts of contaminatzon. . .one should uie 
thcse teits ca~cfully zuhen thc cxpccted anzount contamznatzon exceeds 8-9% A szmilar 
analyszi for thc WaM-t3pc test S ~ O U I S  thnt tbzs test breaks dowi2 cailzcr.". 

La contaminazione di tipofi è adatta a valutare l'impatto sul valore della funzio- 
ne test di  una stima non robusta dei parametri di disturbo e della sovrastima della 
varianza della stima del parametro di posizione dovuta alla presenza di code pesanti 
nel caso il parametro di  scala sia considerato noto. In particolare si noti come nei 
test di  verosimiglianza, nel caso del parametro di scala ignoto, al discreto andamen- 
to del livello si contrappone una diminuzione della potenza, viceversa nel caso del 
parametro di  scala noto, accade il contrario, questo fatto è in accordo con quanto 
osservato in Tsou e Royall (1995). Per i test di verosimiglianza pesata lo stesso 
comportaniento c o ~ n i n c i ~  a manifestarsi solo per elevati valori di contaminazione. 



Conjronto dei valori, del livello e della potenza tm i test di ve~osimiglianzu pesata e i test di verosimiglianza 
per In densità /, e RA I: di Hellinger. 5000 veplicazioni Monte Carlo 

&=O% 
H(, : p = 0 

Media Varianza 10.0Yo 2.0% 2.5% 1.0% 

WLTest (o ignoto) 
WLTest (o noto) 
h'iLTt.st (o ignoto) 
MLTest (o noto) 
HRTest i o  ignoto) 

illedia Varianza 10.0% 2.00/0 2.5% 1.0% 

WLl'est (o ignoto) 88.383 645.572 100.000 100.000 100.000 100.000 
WLTest (o noto) 75.899 293.924 100.000 100.000 100.000 100.000 
MLTest (o ignoto) 83.714 520.494 100.000 100.000 100.000 100.000 
MLTesc (o noto) 80.711 309.710 100.000 100.000 100.000 100.000 
HRTest (o ignoto) 72.395 441.352 100.000 100.000 100.000 100.000 

E =  5vo 
H,,:p=O 

Media Variama 10.0% 5.0% 2.5% 1,0'% 

WLTest (o ignoto) 
WLTest (o noto) 
MLTest (oignoto) 
MLTest (o noto) 
IIRTest (o ignoto) 

H,:jl=l 

Media Varianza 10.0% 5.0% 2.5% 1.0'-% 

WLTest ( o  ignoto) 83.926 619.864 100.000 100.000 100.000 100.000 
W1IITest (o noto) 72.186 281.248 100.000 100.000 100.000 100.000 
MLTesr (o ignoto) 7.440 7.729 98.160 92.500 80.620 57.420 
MLTest (o noto) 29.613 112.390 100.000 99.980 99.820 99.620 
HRTest (o ignoto) 53.959 304.842 100.000 100.000 100.000 99.923 

Media Varlanzi 10 070 5 0% 2 2% 1 0% 

WLTest ( o  ignoto) 
WLTest (o noto) 
MLTest (o ignoro) 
MLTest (o noto) 
IIRTest (o ignoto) 

H,:ji=l 

Media Varianza 10.0% 5.0%) 2.5% 1,0% 

WLTest (o ignoto) 
WLTest (o noto) 
MLTest (o ignoto) 
PvlLTest (o noto) 
I-IRTest (o ignoto) 
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ConJronto dei valori, del livello e della potenza tra i test di verosimiglianza pesata e i test di z~e~osimiglianza 
per. h densità f ,  e RAF di Hellinger. 5000 rcplicazioni Monte Carlo 

Media \'arianzi 10.0% 5.0% 2.5% 1.0% 

\VL?'eai (o ignoro) 1.273 4.150 13.540 8.060 5.080 3.100 
WLTesc (cr noto) 2.319 137.707 11.200 5.940 3.820 2.220 
MI.Test (o ignoto) 18,454 7.868 100.000 100.000 100.000 100.000 
ML'i'est (o noto) 206.176 792.884 100.000 100.000 100.000 100.000 
IIRTest (cr ignot<i) 12.011 35.698 96.915 93.726 88.713 80.652 

H, : p = l  

Media l'ariaiiia 10.0% ,5. 0 % 2.5% 1,0To 

WLTrst (0 ignoto) 
\VI.Tcst lo iii>i«! 
MLTrst (o ignoto] 
MLTest (a noto) 
I IRTest (o ignoto) 

WLTest (o igriotd 
WLTcst (o noto) 
MI.'i'est (o ignoto) 
hlI.Test (0 iioto) 
IIRTest (o ignoto) 

hledin Varianza 10.0%. 5.0% 2.i'?i, 1.0% 

WL'rest (a ignoto) 61.644 432.567 100.000 100.000 100.000 100.000 
WI.Test (o ~ i o t o ~  i 3.170 204.654 100.000 100.000 100.000 100.000 
MLTest (o ignoto) 10 998 3.346 100.000 100.000 100.000 99.620 
MLTest (a noto) 158.124 610.059 100.000 100.000 100.000 100 000 
IIRTest (o ignoro) 1.462 3.494 17.322 10.414 5.278 2.515 

E=40% 
17,) : /l = 0 

\VI.l'rst (o ignoto) 
\VI.Test (o noto) 
ML'Scst (cr ignoto) 
ML'Sest io noto] 
I IRTest (O ignoto) 

H , : / I - I  

Media Varimza 10.0% 5.0% 2.5% 1.0% 

WLl'est (a ignoto) 51.329 388.811 100.000 100.000 100.000 100.000 
WLTeat (o noto) -14.955 173.7'19 100.000 100.000 100.000 100.000 
iLII.Test io ignoto) 23.862 7.282 100.000 100.000 100.000 100.000 
hIL'T'eat io noto) 388.729 1i01.786 100.000 100.000 100.000 100.000 
HRTest (o ignoto) 64.656 2249.809 99.935 99.920 99.814 99.303 



TAHI l i A 5 

Confronto tlci ualo~i, del liutdo e delh potenza trn i Icst di uerosimigliunza pnatu e i tn& di vemitniglianza 
prr /a ~ìrnsitàf? e KAl  di £IdlinL~err 5000 replicazion? Monte Curia. 

Media Varinnza 10.0% 5.0% 2.5% l .O% 

W1.Tcst io ignoto) 
WLl'est (o noto) 
MLTest io ignoto) 
MI,Teit (o noto) 
IlKl'est (o ignoro) 

Media \'ariatua 10.0% 5 .0% 2 . 5 %  l . O %  

\VI Tcit io ignotoi 
WLl'est io noto) 
M1.Test (o ignoto) 
MI.Te\t (o noto) 
IIKTest (o ignoto) 

F L  1 0 %  
11,) : p  = o  

Media \'ariama 10.0% 5 .0% 2 .  > G  1.040 

WLl'est (o tgooro) 
WLTest (o noto) 
MI.Tc\t (o ignoto) 
ML'i'est i o  noto) 
HKTest (o ignoto) 

Media Variama 10.0% 1.0% 2.5% I.Ooi, 

\YiL.'l'cit (o ignoto) 
WLl'est io noto) 
MT.Test (o ignoto) 
MI.Teit (o noto1 
kIRleht (o ignoto) 

WL'l'esi (o ignoto) 
WLTest io noto) 
MI.Test (o ignoto) 
MI.Tcst (a noto) 
f I W e s t  (o igiioto) 

[li, : { L  = 1 

Media Varianzi1 10.0% 5 . 0 %  2 , 5 %  1.0% 

WLTest io ignoto) 
WLTest in noto) 
MLTest io ignoto) 
MI.Test (o nota) 
IIRTeat (oignoto) 



l ln  approccio rohusto d k ~  v c ~ 2 f i c a  c i ' t p o h  hasato rulla funzione di vcrosimi&nza pesata 1 07 

Ipotesz i?: Problerria regolare di stitna 

b. l) Lo spazio parametrico 0 è iin i n t c r d o  aperto 

b.2) Il supporto degli elcmcnti della famiglia parametrica M: /ie 2 { x  : mix, 
t)) > O ) ,  t indipendente dal valore del parametro C), cioè a. = per ogni t) E 0. 

b 3) Per ogni x E a la densità m(x;  t)) è differenziabile tre volte rispetto a C) e 121 
derivata terza C continua in t). 

b.4) L'integrale J&l(x; H) è dilferenziabile due volte sotto il segno di integrale. 



b.5) L'informazione attesa di Fisher i(@ = f u(x; 0)2dM(x; 0) soddisfa alla condi- 
zione O < i(@) < W per tutti i valori di 8 E 0. 

b.6) Per ogni E 0 fissato esiste un numero positivo c(eT) e una funzione B(x; 
+) tale che per ogni x E A e 0 E (Oi. - C(+), Br + C(+)) 

Ipotesi C: Regolarità della funzione peso 

c.1) A(0) = O, A'(0) = 1 e A"(@ è una funzione continua e limitata di 6. 

d c.2) - w(6)(6 + 1) è una funzione limitata di 6. 
dS 

Ipotesi d: Condizioni per la convergenza uniforme dei pesi 

d.1) k(x, t, v )  è una densità ed è una funzione a variazione limitata e la larghez- 
za della banda h è una costante positiva. 

d.2) le osservazioni xi (i = 1, ..., n) formano un campione di osservazioni indi- 
pendenti estratte dalla distribuzione M(.; 84 con densità m(.; QT) (rispetto alla mi- 
sura di Lebesgue) e eT E 0. 

d.3) 8 è uno stimatore consistente di  Oi.. 

d d.4) sup - M(x; 8) ( W ae 

Lemma 1. Sotto l'insieme di ipotesi d 

Lemma 2. Sotto la validità delle ipotesi d e se s u p / & S = ~ ~  < a  e 

sup I $ 6 1 < allora 
X 

X 

P 
s u p l w ( x ; ~ , ( i n ) , ) , F n ) - ~ ( + ~  

X 

Per le dimostrazioni si veda ad esempio Agostinelli (1998a). 
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Una versiorie pes:it:r delle fiinzioni test bwatc siil rapporto di rerosimigliarizn C proposta 
per l'inferenza pararnctrica. Qiiando il rriodcllo paranietrico è specificato correttarricritc Ic 
funzioni tcst qui introdotte sono asiiitotjcarricrite eqiiiralenti alle corrispo~idcriti fiirii,ioini 
test bas:itc siillt qiiantità di rerosiniigliarim. T,c proprietà di robustezzii di queste Iiirizioni 
test w n o  studiate attraverso la furizioric di punto di rottiira e comparate con qiicilc dei tcst 
di wiosiiriigliatiza. Alciirii esempi e sirri~ilaziniii illiistrano le proprieti dei LesL introdotti. 

\Veighted version of the 1,ikelihood Ratio, Wald arid scose tcsts asc proposed for parii- 
metric inference. lf the paranictric mode1 is correct, tl-ie Wcightcd I.ikeliho»d tests are 
asymptotically eqi~ivalent t» thc corresponding Likeliliood tcsts. Rrcakdown properties ot' 
tlie Weighted Likeiiliootl tcsts sind Likelihood Lests are coriipared. Some comp~trisori with 
t l x  IIelliilger tests (Sirnpsori, 1989) and other robusi tests (FIcriticr e Ronchetti, 19941 :ire 
presented tuo. 1:xaniples and Simulations examine tlie r c l a t i ~ , ~  pcrforniance of tlie tests in 
finite sarnples and rcal data contest. 


