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PIANI D-OTTIMALI NON EQUIVALENTI DI RISOLUZIONE
V CON N =10, 12 OSSERVAZIONI

Luigi Salmaso

1. DEFINIZIONI PRINCIPALI

Gli esperimenti fattoriali completi pongono, in molte situazioni sperimentali
problemi di costo per la loro realizzazione. E' allora possibile ricorrere ai piani
frazionati che necessitano di un numero inferiore di osservazioni. I piani fattoriali
frazionati presentano pero lo svantaggio che gli effetti di alcuni fattori o intera-
zioni risultano confusi con altri fattori o interazioni. Un piano quindi ¢ tanto mi-
gliore quanto minore ¢ il numero di effetti confusi fra loro. Un criterio per valuta-
re la bonta di un piano ¢ la risoluzione (Box e Hunter, 1961). In questo lavoro si
caratterizzano e costruiscono i piani frazionati a due livelli D-ottimali al variare
del numero di fattori principali £, per N = 10 e 12 osservazioni e si individua, per
tali numerosita, il numero massimo di fattori principali che ¢ possibile sistemare
in un disegno D-ottimale di risoluzione 1. Tali piani vengono caratterizzati anche
in termini del criterio dei gradi di liberta (introdotto da Kounias e Salmaso, 1998):
quanti piu gradi di liberta il piano permette, tanto pit potenti risultano i test sui
parametri del modello lineare per l'analisi della varianza.

Si consideri l'usuale modello lineare per condurre l'analisi della varianza di un
piano frazionato:

k
Y n =,U+ZAZ-xi+ Z Ag.xjxj+ Z quxzxjxq"'"-"'ﬁ...z\r

i=1 1<i< j<k 1<i< j<q<k

dove:
- Y.~ ¢ la variabile risposta;
- p ¢ la media generale;
- A; ¢ Peffetto dell’z-esimo fattore principale;
- Aj ¢ Peffetto dell’interazione fra due fattori principali;
- Ajy ¢ Peffetto dell'interazione fra tre fattori principali, ecc.;
- x; sono 1 livelli di ogni fattore (x; = £1);
- ¢1..~n € Perrore sperimentale.
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Definizione 1. La matrice (IN x b)) M, dove N ¢ il numero di osservazioni, b =1 +

k
k+ ...+ ,2=r= /A, N2 be kcil numero di fattori principali:
r

M =[15XN,kaX]

N,b

con 1 vettore (N x 1) di elementi +1, Xx¢ matrice del disegno (IN x £) contenente

k k
1 £ fattori principali, P, matrice | N X ) +.+ contenente le interazioni
r

fino all’ordine 7, si dice matrice del modello. L.a matrice (b x b) M, Mn, st dice
matrice d’informazione.

Definizione 2. Un piano ¢ di risoluzione R se nessuna interazione a p fattori ¢ con-
fusa (o alias) con altre interazioni a s < (R — p) fattori, V0 < p < R.

Assumendo trascurabili le interazioni di ordine maggiore o uguale al terzo, un
disegno ¢ di risoluzione III se i fattori principali sono confusi con le interazioni di
secondo ordine, un disegno ¢ di risoluzione I1” se 1 fattori principali non sono
confusi con altri fattori o interazioni ma le interazioni a due fattori sono confuse
tra loro ed infine un disegno ¢ di risoluzione 17 se i fattori principali e le intera-
zioni a due fattori non sono confuse con altri fattori principali o interazioni.

Definizione 3. Sia Xne = |[f1, f2, ..., J&] un disegno con N osservazioni e £ fattori
principali dove £ indica il vettore di elementi =1 in corrispondenza del 7~esimo
fattore e sia Mn,,” Mnys la corrispondente matrice d’informazione con b =1+ £+

. Si indichi con 7 elemento in corrispondenza della /-esima riga e della /-

esima colonna della matrice d’informazione Mn;;" Mny. Due fattoti fie f, 1 # j, 1
< 7,7 = b del disegno Mx;;, sono ortogonali se 7; = 0; sono invece detti totalmente
confusi se 7; = N e parzialmente confusi se 7; < IN.

Nel seguito per effetto stimabile si indica 'effetto del fattore o dell'interazione
la cui colonna all'interno della matrice del modello non ¢ totalmente confusa con
una o piu colonne della matrice stessa, altrimenti l'effetto si dice stimabile in mo-
do confuso.

Definizione 4. Sia Xy, ¢ un disegno con N osservazioni, £ fattori principali (com-
presa la media generale) e 5 interazioni a due fattori. Si indichi con (), con 1
< j =< kil vettore di elementi =1 in corrispondenza del j-esimo fattore principale

del piano Xnyx e con (2f), con 1 = ;= 5 ) il vettore di elementi £1 in corti-

spondenza della j-esima interazione a due fattori del piano Xne.
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11 piano Xne ¢ di risoluzione R=III se (me)l(me)y < N Ni# j, 1 <4, = &,
k
(me)1(2f); = IN per almeno una coppia di elementi (7, /), 1 </= k1 =/ (ZJ

11 piano Xn;, ¢ ¢ di tisoluzione R=I1"se (me)l(me)y < N Ni# j,1 < 4,7 < &,
k
me) T2 < NViFj1<i<k1<;< (2}6 R (2f);, = N per almeno una

k
coppia di elementi (7, /), 1 <47, = (2) .
Infine il piano ¢ di risoluzione 1 se (me)il(me); < N Ni# j, 1 < 4,7 < 4,

£
)T, < NVi#;1<i<k1<;< (2} e QAICH, <N Yi#j1<i;<

o)

Definizione 5. 11 disegno (N Xb)M ., =[1: X ,:Py] sopra definito con N = b, si

dice D-ottimale se det(My ,My ,) ¢ massimo. Si dice A-ottimale se la traccia di

MN,bT MN,b e massima.

E' noto che 1 disegni ortogonali sono uniformemente ottimali (sono ottimali ti-
spetto a una vasta gamma di criteri, D-ottimalita, .4-ottimalita, ...). Per numerosita
che sono potenze di due i disegni frazionati ortogonali ottimali con # fattori prin-
cipali e N = 2% osservazioni con £ < #, sono ottenuti aggiungendo al disegno fat-
toriale completo ortogonale con £ fattori principali e 2# osservazioni, altri 7 - £
fattori confusi con i £ fattori principali. In questo modo la matrice del disegno
con 1 # fattori principali risulta ortogonale. Non si effettua allo stesso modo la co-
struzione dei piani ottimali per frazioni irregolari (ovvero frazioni la cui numerosi-
ta non ¢ una potenza di due), poiche tali frazioni non sempre garantiscono l'esi-
stenza di matrici del disegno ortogonali. Allora se £ ¢ il numero di fattori princi-
pali d'interesse, a partire dal disegno avente il maggior numero 4’ di fattori princi-
pali ortogonali fra loro si considerano tutte le possibili combinazioni di elementi
11 che possono costituire le rimanenti £ — £’ colonne e si individuano le colonne
che soddisfano un fissato criterio di ottimalita.

2. DISEGNI D-OTTIMALI

Si consideri il disegno Mx;;, dove N ¢ il numero di osservazioni e 4 il numero di
fattori d'interesse. Il problema della costruzione dei disegni D-ottimali per nume-
rosita N = 0 mod 4 ¢ riconducibile al problema della costruzione delle matrici di

Hadamard affrontato da Hedayat e Wallis (1978) e da Plackett e Burman (19406)
che sono giunti all'individuazione di molti disegni saturi di risoluzione III. In ge-
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nerale lo studio per numerosita pari a N 7 0 mod 4 ¢ stato affrontato, tra gli altri,
da Ehlich (1964a, 1964b), Galil e Kiefer (1980,1982). I soli disegni D-ottimali noti
con numero di osservazioni pari a N = 1 mod 4 sono quelli per N = 5,9, 13, 17,
21, 25, 41 invece per N = 3 mod 4 Ehlich (1946b) ha dimostrato che un disegno
Mn;, ¢ D-ottimale se M™nMn,, € una matrice (b x b) a blocchi tale per cui in cia-
scun blocco ogni elemento fuori dalla diagonale ¢ uguale a 3 e ogni elemento fuo-
ri dai blocchi diagonali ¢ pari -1. In particolare i disegni D-ottimali per N = 19,
23, 29, 31 osservazioni sono stati costruiti, attraverso l'utilizzo di matrici a bloc-
chi, da Kounias e Chadjipantelis (1983).

Lo studio dei disegni per numerosita pari a N = 2 mod 16 ¢ stato affrontato da
Chadjiconstantinidis, Cheng e Moyssiadis (1989) dimostrando che se esiste un dise-
gno ortogonale con N - 2 osservazioni, 4 fattori ciascuno a due livelli di risoluzione
I/, allora esiste un disegno frazionato con N osservazioni di risoluzione 17 che ¢
ottimale rispetto a una vasta classe di criteri di ottimalita. Tali disegni sono ottenuti
aggiungendo due osservazioni ai disegni ortogonali con NN - 2 osservazioni. E' stato
invece dimostrato che i disegni con numerosita N = 1 mod 2%, # > 1, ottenuti ag-
giungendo una osservazione ai piani ortogonali a due livelli con IN - 1 osservazioni e
risoluzione 27+ 1, sono D-ottimali ed .4-ottimali.

In letteratura lo studio dei disegni D-ottimali di risoluzione 17 ¢ stato affronta-
to solo per disegni con numerosita pari a N = 2 mod 16 (Chadjiconstantinidis,
Cheng e Moyssiadis, 1989) mentre per numerosita uguale a N = 0 mod 4 lo stu-
dio si ¢ concentrato sui disegni saturi di risoluzione III (Plackett e Burman, 1946).
11 contributo originale di questo lavoro consiste nella caratterizzazione, sia in ter-
mini della matrice del modello My, sia in termini della matrice d'informazione
MTNuMny, di tutti 1 possibili disegni D-ottimali di risoluzione I con N = 10 e 12
osservazioni non equivalenti fra loro.

Definizione 6. Due piani si dicono equivalenti se uno di essi pud essere ottenuto
dall'altro permutando righe e/o colonne e/o moltiplicando tutti gli elementi di
alcune o di tutte le colonne per (-1). Inoltre, due disegni sono equivalenti se uno
di essi puo essere ottenuto dall'altro attraverso ridenominazione di alcuni o di tut-
ti 1 fattori.

3. DISEGNI D-OTTIMALI CON N = 12 OSSERVAZIONI E RISOLUZIONE V

Teorema 1. 11 numero massimo di fattori principali che ¢ possibile sistemare in un
disegno di risoluzione " con N = 12 osservazioni ¢ pari a 4.

Dimostrazione. Assumendo trascurabili tutte le interazioni di ordine maggiore o
uguale al terzo, in un disegno fattoriale frazionato di risoluzione [ sono stimabili
in modo chiaro tutti i fattori principali e tutte le interazioni a due fattori. Sia £ = 4

k

il numero di fattori principali. Ci sono allora ) = ) = 6interazioni a due fat-

tori. Si indichi con & il numero di parametri del modello lineare utilizzato per
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condurre 'analisi della varianza. Stha allora b =1+ 4+ 6 =11 < N, dove N ¢ il
numero di osservazioni. Se invece £ = 5, allora 42 (1+5+ 5 ) > N e si avrebbe

cosi un numero di parametri nel modello superiore al numero di osservazioni. Si
conclude allora che il numero massimo di fattori principali che ¢ possibile siste-
mare in un disegno D-ottimale di risoluzione V¢ paria 4. m

Teorema 2. Sia My, =[1:X . :P¢] un disegno di risoluzione 17, dove N = 0

mod 4 ¢ il numero di osservazioni, / ¢ il numero di fattori d'interesse (fattori
principali e interazioni) e X ¢ la matrice del disegno. Allora mediante permuta-
zioni di righe e colonne, i disegno My, puo essere ricondotto al disegno

. A
MN,b = C

pet cui @; = N, b; = N, a; = 0 mod 4, b; = 0 mod 4, ¢; = 2 mod 4, V. Inoltre le
sottomatrici A, B e C hanno dimensioni #:X n, [, — n] X [y — i, € n X [y — 1,

, dove gli elementi a;, b;, ¢; delle sottomatrici A, B, C sono tali

k
rispettivamente, dove 7z, =1+ &+ | € =1+ 5 —s(k—s—1), dove £ ¢ il

numero di fattori principali ed s ¢ il numero di colonne della matrice del disegno
XN con un numero pari di elementi +1.

Dimostrazione. Sia. X, , =[X, :X,] la matrice del disegno ottenuta permutando le

colonne in modo tale che in X, si trovino solo colonne con un numero pari di ele-
menti +1 e in X, solo colonne con un numero dispari di elementi +1. La sottomatri-
ce X, ha dimensioni N x s mentre X, ha dimensioni N x (£ — s), dove £ ¢ il numero
di fattori principali, s ¢ il numero di colonne della matrice del disegno con un nume-
ro pati di elementt +1 e N ¢ il numero di osservazioni. Si indichino con fy,..., f; le

colonne di X, e con f+7,..., e le colonne di X Allora X , =[f},., £, Sf;+1,...,f,€] e

la matrice del modello puo essere scritta nel seguente modo:
MN,b =X, 1 X5, ]

dove:

Xl; :[luafl""’fwfl ®f2>"'>fx—l ®f;’fx+l ®f;+2>"'>f,é—1 ®fk]>

Xy =Nfiitoos Jis i@ frsts i ® froos [, ® fiiises [, ® f] dove® indica il
prodotto di Kronecker.

s E—s

La sottomatrice Xy, ha dimensioni N x 7 dove 7, =1+s+ 5 + 5 e X

ha dimensioni N x (m, — n;) dove m, — n, = (k- §)(s + 1). In Xy, ogni colonna ha un
numero pari di elementi +1 mentre in X2, ogni colonna ha un numero dispari di
elementi +1. Si ha la seguente matrice d'informazione:
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X;];Xh le;XZJ

T
My M, =
NGNS T T Ty
25 1s 2s 25

1

Siano vy e v2 due vettori (IN x 1) di elementi £1. Se N = 0 mod 4 e 7 e »2 hanno
entrambi un numero pari di elementi +1 oppure entrambi un numero dispari di

elementi +1, allora »;, ® », ha un numero pari di elementi +1 e »;72> = 0 mod 4,

altrimenti », ®», ha un numero dispari di elementi +1 e viTv2 = 2 mod 4. La ma-

A C .
c B] dove gli ele-

menti @, by, ¢; delle sottomatrici A, B, C sono tali che @ = N, b; = N, a; = 0 mod
4, b; = 0mod 4, ¢; =2 mod 4, Vi, ;. O

trice d'informazione coincide quindi con il disegno M, , 2[

I disegni D-ottimali con N = 12 osservazioni e £ = 3 e 4 fattori principali di ri-
soluzione 17 sono costruiti aggiungendo nuove colonne di elementi =1 al disegno
ortogonale M,, con N = 12 osservazioni e &£ = 2 fattori principali in modo da
massimizzare il determinante della matrice d'informazione.

[+ 4+ +]
+ o+ 4+
+ o+ 4+
+ + -
+ + -
+ + -

M, , =[u,A,B]= + - 4
+ - +
+ - 4+
+ - -
+ - -
_+ - __

Sono stati individuati solo quattro disegni D-ottimali non equivalenti fra loro,
fra tutti 1 possibili disegni con N = 12 osservazioni e £ = 3 fattori principali. In-
vece fra tutti 1 possibili disegni con £ = 4 fattori principali ottenuti aggiungendo ai
disegni non equivalenti con 3 fattori principali una nuova colonna di elementi £1,
esistono solo due piani non equivalenti fra loro (tali disegni sono riportati in Ap-
pendice). Sono state costruite anche le corrispondenti matrici d'informazione e si
¢ verificato che tutte le colonne delle matrici del disegno hanno un numero dispa-
ri di elementi +1. In base al teorema precedente, tutti gli elementi al di fuori della
diagonale principale delle matrici d'informazione sono patia 7; = 2 mod 4 Vi #

K1 =4, 7=b b=1+k+ 5 dove con 7 si indica l'elemento in corrispondenza
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della 7-esima riga e della j~esima colonna della matrice d'informazione e con 4 il
numero di effetti d'interesse. E' inoltre possibile verificare che nessun elemento al
di fuori della diagonale ¢ uguale a 12. Quindi tutti i possibili disegni D-ottimali
sono di risoluzione 1”7 e non esiste nessun disegno D-ottimale di risoluzione 11/
con N=12 osservaziont.

4. DISEGNI D-OTTIMALI CON N = 10 OSSERVAZIONI E RISOLUZIONE 1

Teorema 3. 11 numero massimo di fattori principali che ¢ possibile sistemare in un
disegno di risoluzione I con N = 10 osservazioni ¢ pari a 3.

Dimostrazione. Assumendo trascurabili tutte le interazioni di ordine maggiore o
uguale al terzo, in un disegno fattoriale frazionato di risoluzione 1 sono stimabili
in modo chiaro tutti i fattori principali e tutte le interazioni a due fattori. Sia £ = 3

k 3

il numero di fattori principali. Ci sono allora 5 = 5 = 3 interazioni a due fatto-

ri. Si indichi con 4 il numero di parametri del modello lineare utilizzato per con-
durre l'analisi della varianza. Si ha allora b =1 + 3 + 3 =7 < N, dove N ¢ il nu-

mero di osservazioni. Se invece £ = 4, allora b2 (1+4+ ) )> N e st avrebbe

cosi un numero di parametri nel modello superiore al numero di osservazioni. Si
conclude quindi che il numero massimo di fattori principali che ¢ possibile siste-
mare in un piano D-ottimale di risoluzione a [ ¢ paria 3. O

I disegni D-ottimali con N = 10 osservazioni e £ = 2 e 3 fattori principali sono
costruiti aggiungendo nuove colonne di elementi *1 al disegno ortogonale M;g,s
con N = 10 osservazioni e £ = 1 fattori principali in modo da massimizzare il de-
terminante della matrice d'informazione.

+ 4+ + + +

My, =1, A=

+ + + + + + + + + +
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I disegni cosi individuati sono riportati in Appendice e si noti che la configu-
razione delle matrici d'informazione di questi piani conferma uno dei risultati di
Chadjiconstantinidis, Cheng, Moyssiadis (1989) secondo il quale la matrice del mo-
dello di un disegno fattoriale frazionato di risoluzione 17 ¢ tale da poter essere ri-

C B

dove [ ., indica la

. A C
condotta, tramite permutazione delle colonne, ad un disegno M, , = { do-

ve C=0, A=(N-2)I, +2],, B,=(N-2)I, , +2]

ny=n, ny=n,

matrice identita di ordine #,, [, indica una matrice (7 x #;) di tutt elementi 1,

k k
m=1+k+ (ZJ e n~=1+ (ZJ -s(k — s - 1), dove £ ¢ il numero di fattori principali ed s

¢ il numero di colonne della matrice del disegno Xy con un numero part di ele-
menti +1.

Come nel caso precedente, dalla configurazione delle matrici d'informazioni ¢
possibile verificare che nessun elemento fuori dalla diagonale ¢ uguale a 10.
Quindi sono tutti i possibili disegni D-ottimali sono di risoluzione 7 e non esiste
nessun disegno D-ottimale di risoluzione IT” con N = 10 osservazioni.

5. CRITERIO DEI GRADI DI LIBERTA

Un importante criterio per valutare la bonta di un piano frazionato ¢ il criterio
dei gradi di liberta introdotto da Kounias e Salmaso (1998). Assumendo di con-
durre l'analisi della varianza di un esperimento fattoriale mediante un modello li-
neare, ¢ infatti importante valutare 1 gradi di liberta che il piano permette per la
stima della varianza dei residui: quanti piu gradi di liberta il piano permette, tanto
piu potenti risultano i test sui parametri del modello lineare.

Teorema 4. 1 gradi di liberta che i disegni D-ottimali per N = 12 osservazioni e £
= 3, 4 fattori principali permettono per la stima della varianza dei residui sono pa-
ria5e 1, rispettivamente.

Dimostrazione. 1 gradi di liberta che il piano permette per la stima della varianza dei
residui sono gd/ = N - (1 + me + conf + ¢/) dove N ¢ il numero di osservazioni, 7z
¢ il numero di fattori principali stimabili in modo chiaro, conf ¢ il numero di inte-
razioni a due fattori stimabili in modo confuso, ¢/ ¢ il numero di interazioni a
due fattori stimabili in modo chiaro. Poiche i disegni D-ottimali per N = 12
osservazioni e £ fattori principali, £ = 3, 4, sono di risoluzione |7 allora

k
gdl =N —|1+k+ (2] , dove £ ¢ il numero di fattori principali. Se N = 12 ¢ £

=3,alloragd/=12-(1+3+3)=5se N=12c k=4, alloragd/=12- (1 + 4 +
6)=1.0
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Teorema 5. 1 gradi di liberta che 1 disegni D-ottimali per N = 10 osservazioni e £ =
2, 3 fattori principali permettono per la stima della varianza dei residui sono pari a
6 e 3, rispettivamente.

Dimostrazione. 1 gradi di liberta che il piano permette per la stima della varianza dei
residui sono gd/ = N - (1 + me + conf + ¢l). Poiche i disegni D-ottimali per N = 10
osservazioni e £ fattori principali, £ = 2, 3, sono di risoluzione 1" allora gd/ = N -

1+ £+ (ZJ ), dove NN ¢ il numero di osservazioni, £ ¢ il numero di fattori prin-

cipali. Se N=10e £=2,alloragd/=10-(1+2+1)=06;se N=10¢ £= 3, al-
loragd/=10-(1+3+3)=3.0

6. APPENDICE

6.1. Disegni con N = 12 osservazioni, k = 3 fattori principali e risoluzione R = 17

I disegno D-ottimali con N = 12 osservazioni e £ = 3 fattori principali sono
ottenuti aggiungendo un nuova colonna di elementi 1 al disegno ortogonale con
N = 12 osservazioni costituito dalla media generale e da £ = 2 fattori principali.
Dati 1 primi due fattori .4 e B ortogonali, si riportano nella seguente tabella le co-
lonne C,, C, C, C; che costituiscono le combinazioni di elementi 1 in corri-
spondenza del terzo fattore principale C in tutti i possibili disegni ottimali non
equivalenti con & = 3 fattori principali.

Ca . + - + + - - - - + — _ +

C: + -+ o+ - - -+ o+ -+ 4+

C: + - + + - + . . + } + o+

Ca: + - + + - 4+ -+ 4+ - -+
Le corrispondenti matrici d’informazione sono:

(12 0 0 -2 0 2 |
12 0 -2
0 12 0 -2
X! X, =|-2 12 2

-2 2 0o 2 12




368

L. Salmaso

0.2. Disegni con N = 12 osservazioni, k = 4 fattori principal e risoluzione R = 17

T
ch Cb
XI'x
C.“>c,
T
XC/{ Cn’

oo O NN OO

0 2 0

0 -2 0

12 2 0
2 12 2

0 12

2 2

2 -2

0 0

0

12 -2 0
-2 12 2
12

-2

2

2 0

2 0

12 2 0
2 12 =2

0 -2 12

-2 0 2
2 0 2

S NN

I disegni D-ottimali con N = 12 osservazioni e £ = 4 fattori principali sono ot-
tenuti aggiungendo a ciascuno dei disegni non equivalenti con N = 12 osserva-
zioni e £ = 3 fattori principali, una nuova colonna di elementi 1. Dati i primi tre
tattori A, B e C, si riportano nella seguente tabella le colonne C,, G, D,, Cy, C., C;
C;, G, che costituiscono le combinazioni di elementi £1 in corrispondenza del
quarto fattore principale D in tutti i possibili disegni ottimali non equivalenti con
k = 4 fattori principali.
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Cy:

Cq:

Cy:

Le corrispondenti matrici d’informazione sono:

12

12

2 12 -4 2

0

2 12 -2 0

0

12

12

12

12

2 12 -2 2

2

0

-2
12

12
-2
0

2
0

-2
0

-2

12 =2 0

2

12

-2 =2

-2

X, =
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0.3. Disegni con N = 10 osservazioni, k = 2 fattori principali e risoluzione R =17

I disegno D-ottimali con N = 10 osservazioni e £ = 2 fattori principali sono
ottenuti aggiungendo un nuova colonna di elementi *1 al disegno ortogonale con
N = 10 osservazioni costituito dalla media e dal fattore principale 4. Esiste un
solo disegno non equivalente con £ = 2 fattori principali. La combinazioni di e-
lementi =1 in corrispondenza del fattore B risulta:

C: - + + - + - 4+ + - 4+

La corrispondente matrice d’informazione ¢:

10 0 2 0]
Ty = 0 10 0 2
€2""C% 12 0 10 0
0 2 0 10

6.4. Disegni con N = 10 osservazioni, & = 3 fattori principali e risoluzione R = 17

I disegni D-ottimali con N = 10 osservazioni e £ = 3 fattori principali sono ot-
tenuti aggiungendo al disegno con £ = 2 fattori principali, una nuova colonna di
elementi +1.

Dati 1 primi due fattori principali .4 e B, si riportano nella seguente tabella le
colonne C,, C; che costituiscono le combinazioni di elementi =1 in corrisponden-
za del terzo fattore principale Cin tutti i possibili disegni ottimali non equivalenti
con £ = 3 fattori principali.

C,: - - - + + - - - + +

C: - - -+ o+ -+ o+ 4+

Le corrispondenti matrici del disegno sono:

(10 0 2 -2 0 0 =2]
0O 10 0 0 2 =2 0
2 0 10 -2 0 0 =2
XeXe=[-2 0 -2 10 0 0
0O 2 0 0 10 -2
0 -2 0 0 =2 10
-2 0 -2 2 0 0 10
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0 0 2 0 0 -2 =2]
0 0 -2 2 0 =2
0O 10 0 0 =2 0
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RIASSUNTO

Piani D-ottimali non equivalenti di risoluzione V" con N = 10, 12 osservazioni

In letteratura la costruzione dei disegni D-ottimali di risoluzione 17 ¢ stata affrontata
solo per disegni con numerosita pari a N = 2 mod 16 (Chadjiconstantinidis, Cheng e Mo-
yssiadis, 1989) mentre per numerosita uguale a N = 0 mod 4 la costruzione di disegni sa-
turi di risoluzione III ¢ dovuta a Plackett e Burman (1946). 1l contributo originale di que-
sto lavoro consiste nella caratterizzazione, sia in termini della matrice del modello M, sia
in termini della matrice d'informazione My, My, di tutti i possibili disegni D-ottimali di
risoluzione IV con N = 10 e 12 osservazioni non equivalenti fra loro.

SUMMARY

D-optimal non-isomorphic designs of resolution V" for N = 10, 12 runs

In the literature there are several contributions to the construction of resolution [
D-optimal designs when IN = 2 mod 16 (Chadjiconstantinidis, Cheng and Moyssiadis,
1989). When N = 0 mod 4 Plackett and Burman (1946) constructed several designs of
resolution III. This paper introduces a new characterization for the construction of reso-
lution 1 designs with N = 10, 12 observations. All non-equivalent designs for these num-
ber of runs are constructed.



